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LA STRUCTURE DE LA FIBRE NERVEUSE: UN PROJET OPTIMAL
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La structure de la fibre nerveuse des animaux vertébrés, comprend une suite périodique de trongons
passifs, de méme longueur (des segments d'axone entourés par des gaines isolantes de myéine) qui
sont séparés par des courtes portions actives - les noeuds de Ranvier - ol la membrane de |'axone est
mise anu et le signal nerveux est refait a son amplitude initiale. Dans cette note on propose une
méthode de calcul analytique de la vitesse moyenne V des impulsions nerveuses et on démontre que
les proportions géomeétriques des trongons passifs ont des valeurs optimales qui assurent e maximum
de cette vitesse. Ces valeurs sont proches de celles fournies par I'expérience.

1. STRUCTURES DES FIBRES NERVEUSES

La fibre nerveuse des invertébrés (fig.1a), cest a dire le prolongement unique et homogéne du
neurone appelé axone - présente une structure continue [1][2][3], analogue acele d'un céble coaxid. Le
conducteur intérieur (A) est I'axoplasme, le diélectrique est la membrane (I'axolemme, d'une épaisseur m~ 8
nm) et le conducteur extérieur (E) est le milieu périaxond (fig.1a). L'inductance linéique de ce céble et
négligeable. Le signal transmis, appelé potentiel d’action, u(x,t) = Va—Vao, et une impulsion du potentiel V,,
de I'axoplasme, par rapport ason niveau de repos Vao (—45...-55 mV) (fig.1c) . Au cas d'un processus
passif ce signa serait fortement affaibli, principalement acause des pertes Joule dans |'axoplasme.

Mais la membrane est un isolant sélectif (pour les ions de sodium Na“ seulement) et instable,
constituant une couche éectrique active, qui assure la compensation de I’ affaiblissement du signal ou, plut6t,
saréfection en tout point X, suite aun processus spécifique et violent d’ échange des ions Na™  (au repos,
en déficit dans I’ axoplasme), K* et autres, avec le milieu extérieur. Ce processus, de conduction active et
non-linéaire, décrit initidement par le systéme d' équations de Hodgkin et Huxley [1][3] [6][7][8] (et qui sera
noté avec le symbole HH) se déclenche dés que la vaeur du signa u(x,t) dépasse un certain seuil Ug > O,
donc dés que la tension appliquée ala membrane Va—Ve descend en vaeur absolue au dessous d'une
vaeur critique Ugm = [Vaol — Ug>0.

Suite au processus HH, I'impulson u(x,t), qui se propage, conserve sa forme et son niveau de créte
Um (=100 mV), au dessus du niveau de repos Va, . Jusqu'a l'atteinte du seuil, le signal se transmet par
diffusion passive, avec des durées del'ordret =r.c 12~ 1/D?, ou | est la distance de transmission, r et ¢
sont respectivement la résistence linéique et la capacité linéique de I'axone e¢ D est son diamétre
extérieur. Afin d'assurer des constantes de temps faibles, d' importance vitale pour I'anima, ce diamétre
atteint 1 mm, au cas des grands céphal opodes marins.

En tenant compte du processus HH, I’ équation de diffusion du signa nerveux le long de I’ axone est
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ou y(t) est!’ injection linéique de courant fournie par le systeme différentiel non-linéaire HH, qui ne sera
pas détailléici, car notre approche ne requiert que le front du potentiel d'action u(Ot), T (0,Ty) , fig.1c.
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Fig.1 Structure lisse (@) del'axone desinvertébrés et structure miélinisée (b) de I'axone des animaux vertébrés. Poteniel
d'action (c) d’ un axone sans gaine de myéline ou dans les noeuds de Ranvier de I'axone avec miéline.

La fibre nerveuse des animaux vertébrés (fig.1b) présente une structure bien plus complexe
[1][3][8]. Lors de I'évolution biologique conduisant aux vertébrés, I'encombrement du "cana de cébles'
représenté par le creux de la colonne vertébrale et le nombre accru de fibres contenues ont imposé une
réduction drastique du diametre D de la fibre, aquelques 20 mm. Pour réduire auss le produit r.c (donc les
délais de réponse) il a falu compenser I'acroissement de la résistance r (proportionnelle a /d? ) par une
réduction de la capacité ¢, en augmentant mille fois I'épaissseur du diélectrique. Ceci a été obtenu en
entourant I'axone par une gaine isolante. D’ autre part, cette gaine a d0 étre interrompue périodiquement pour
maintenir des zones de contact du milieu extérieur avec I'axolemme, la seule capable de déclencher le
potentiel d'action .

Aing, cette fibre nerveuse, comprend une suite de trongons coaxiaux passifs, les entre-noeuds, de
longueur L - des segments d'axone entourés par des gaines de myéline (les cellules de Schwann) qui
bloquent les propriétés actives de la membrane et ou le signal est transmis en satténuant - trongons separés
par des portions actives mille fois plus courtes (les noeuds de Ranvier) ou la membrane active de |'axone
est anu et le signal et refait ason amplitude initide. La fibre myélinisée est une ligne coaxiale a"répéteurs’.

En andysant la "microstructure’ des troncons passifs, Al. Ciure® a mis en évidence [4] une
organisation spécifique, avec des fonctions non encore éucidées. La gaine de myéine, obtenue par
I'enroulement multiple des cellules de Schwann, est une aternance de couches isolantes et conductrices
communicantes, ce qui crée des voies conductrices hélicoi dales, pouvant présenter des effets dinduction et
oscillatoires ahaute fréguence, non pris en compte dans les études courantes [5][6][7][8][9][10] sur lafibre.

2.LA VITESSE MOYENNE DU SIGNAL DANSLA FIBRE MYELINISEE

Suite ala présence de la gaine isolante, en chague trongon, le signal vérifie I'équation des télégraphistes
pour cables (aeffets d'induction négligeables), qui est une égquation de diffusion linéaire:
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Lors de I'application, dans un premier noeud, d'une tension d'entrée représentant le potentiel d'action
U, (t)=u(01) )

lasolution u(x.t) peut atteindre dans le second noeud (x=L) le niveau de seuil, u(L,t)=Us. Dans ce noeud se
déclenche alors un autre potentiel, identique au précédent, mais retardé avec letemps de AT (fig.2a):

U,(t)=u(L,t)=u(0,t- Ot) =U,(t- Dx) @)

L'atténuation est assez forte sur quelques milimétres, de sorte qu'il existe une longueur maximale Ly du
troncon au dela de laguelle le signal n'atteint plus le niveau de seuil dans le second noeud u(L,t) < Us & le
signal nerveux ne setransmet plus. S L < Lya latransmission alieu avec la vitesse moyenne sur un troncon:

L L
Ve—=———— ®
DT T,-T,+Dt
ou T, et T, sont les durées d'atteinte du niveau de seuil (fig.2a) par les tensions Uy(t)= u(Ot) et U,(t) =
u(L,t)
tandis que Aty est un éventuel retard supplémentaire dans le déclenchement du processus HH. Si At > 0,
la vitesse sanulle lorsque L [ 0. Nous aons montrer que cette limite existe méme lorsgue Ato = 0.
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Fig.2. Calcul deladurée de diffusion DT = T,- Ty, sur un trongon myélinisé (a), apartir des durées d'atteinte du niveau de seuil Ug par
latension d'entrée U,(t) et par latension de sortie U(t) (de réponse).

La tension de réponse et calculée avec les schémas équi- vaents éectriques passifs (b) dun
troncon et de la chane répétitive de quadripbles qui constitue la fibre nerveuse.

Au deladu point d'atteinte du seuil, U, =Us, la tension obte- nue en absence du processus HH,serait la
réponse passive du troncon. En présence de ce pro-cessus, on obtient la réponse active, qui reproduit la
tension U; avec le retard de diffusion DT, calculéici en absence d'un retard supplémentaire (Ato = 0)
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Les biologues ont observé une remarquable invariance de certains proportions géométriques des
trongons myélinisés ([3][7][8][9][10][11]), vérifiées par des fibres fort différentes (batraciens, félidés):
d

L
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Ceci suggére I'existence d'une optimisation dans la "conception” de la fibre, autant du point de vue
transversa, donc du rapport d /D, que du point de vue longitudina , donc du rapport L/D et par consequent
de lalongueur L, dont les valeurs expérimentales sont de l'ordre de 1 - 2.5 mm.

3. ETUDE ELECTRIQUE DE LA TRANSMISSION PASSIVE DU SIGNAL DANSLA FIBRE

Nous voulons prouver que la structure de la fibre myélinisée et telle que la vitesse V des impulsions
nerveuses présente un maximum pour certaines proportions L/D et d/D et que ces proportions optimales,
ains que les vitesses respectives, correspondent aux vaeurs expérimental es identifiées par les biologues.

L'expression (5) de la vitesse du potentiel d'action contient les valeurs des durées d'atteinte du niveau
de seuil (Ty et Ty), donc requiert la connaissance des fonctions Uy (t) = u(0;t) et Uy(t) = u(Lt). La premiéere
est lefront du potentiel d'action, supposé donné dans l'intervalle tI  (0,Ty), car Us<Uy,. La seconde devra
étre caculée pour tl (0T>), intervalle dans lequel le niveau de sevil reste non-atteint dans le second noeud
de méme que dans tous les noeuds ultérieurs. Le calcul pourra étre fait avec le schéma éectrique répétitif de
lafig.2b, avec les méthodes classiques de I'étude du régime transitoire des circuits linéaires.

Afin de développer une approche analytique on a représenté le front d'onde (3) par une expression
approchée. Tres commodes savérent les solutions fondamentales, impulsives, de I'équation (2), notamment:

1) uy(t) dueal'application enamont (enx =- a) duneimpulsiondetenson u(-a ,t) = Cdt) (79

1) uy4(t) due al'application (en x = - a) dune impulsion-dérivée detension ui-a,t)=Kd'(t) (7b)

Ces fonctions sont normalisées ala valeur de créte U,,=100 mV. Elles dépendent en outre de deux
constantes. le temps de montée Ty, et un temps de relaxation tg La meilleure approximation du front du
potentiel d'action (donc pour 0< t <T,) a é&é fournie par latension impulsion-dérivée uyq (t).

On éudie le processus transitoire de diffusion du signa déclenché dans un premier noeud le long du
"céble coaxia passif' représenté par I'entre-noeud, avec I'équation linéaire (2), jusquau moment ou le seil
est atteint dans le noeud d'arrivée.  L'éude utilise la transformation de Laplace F(p) = L {f(t)}. Le signa
est transmis par une ligne a structure périodique, linéaire et passive. Cette ligne (fig.2b) est une suite de
trongons identiques de longueur L, aparametres répartis (avec les valeurs linéiques r,c et g) , séparés par
des noeuds de longueur Lo <<L , qui presentent une capacité transversale C (de I'axolemme) en paralele
avec une résistance R, donc une impedance Z, (p). Suite ala périodicité admise, I'impédance dentrée Z, (p)
de chague troncon est la méme, tandis que celle de sortie résulte de lamise en paralele de Z, (p) avec Z,(p).
On obtient aing, avec les équations opérationnelles du trongon , les expressions suivantes:

Z, =R,/ (1+pRLC)) I'impédance du noeud (inversement proportionnelle a Lo) 8
ZP=(/(g+ pc))ll2 I'impédance caractéristique de la ligne passive 9
G(p) = L (r(g +p.c))*? I'exposant de transfert du trongon de ligne (L) (10)
zn(p). = Z,(P)  Zc(p) lavaeur relative aZc del' impédance du noeud (11

L' impédance caractéristique de la chaine répétitive de quadripbles est donnée par I'expression
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V1+4z,(p) {z,(p) +cthG(p) +1

24(p) = Zc(p) 202 () + G G(D)) (12
et lafonction de transfert d'un trongon résulte:
H(E) = Uz 1 Ug(p) = ch Gp)—sh Gy - Y2744 (P) (2( DreanCp) 1 g
z,(p)
Par I'inversion numérique [12] de I'image U, (p), on obtient la tension de sortie instantanée cherchée,
Uz(t) = LUz (p)}= L™{ H(p) - U1 (P)} (14)

qui rend possible le calcul du temps T, avec la condition d'atteinte du seuil , u(L, T2) = Ux(T2) = Ug.

4. LA FONCTION MAXIMISEE PAR LA STRUCTURE DE LA FIBRE

Il a é&é démontré que la vitesse est proportionnelle au diametre extérieur D de la fibre [10]. Partant, le
rapport V/D est une fonction F des facteurs de forme L/D et d/D. Cette fonction:

V_ & do

—=F ,—— 16

D €D Do (16)

doit é&re maximisée afin d'obtenir la structure géométrique optimale: celle qui assure la vitesse maximum
L'éude a été poursuivie pour une fibre-type, ayant (sauf exception explicite) les données de référence:

r =6 MWmm, c¢ =2 pF/mm, g =129 n§mm, C =25pF, R =30 MW, d/D=0.7, L/D =100 (17)

et en particulier les dimensions fréquement mentionnées L =2 mm, D =20 mm. Le front du potentiel d'action,
du type (7a) ou (7b), était en généra caractérisé par les valeurs:

Tn=03ms , Dip=0 (18)
et par cing niveaux de seuil relatifs (ce niveau éant en général mal précisé dans la litérature disponible):
S=Us/Upn=20%, 25, 30%, 35%, 40% (19)

Influence du facteur de forme longitudinal. Dans les conditions (17,18,19), maisavec L variable, on
acaculé la dépendance de la vitesse par rapport au facteur de forme L/D, en la représentant par la famille
de fonctions V= V(L), (pour , d/D = 0.7, D=20 mm ) paramétrisée d'apres les valeurs du niveau de seuil
(29).
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Fig.3 Lafonction V ( L), pour 5 niveaux de seuil, suite al'application du modéle (7a) u(0,t) = uy; (t) du potentiel
d'action (a), ou suite al'application du modéle (7b) u(0,t) = uyq(t) du méme potentiel (avec le méme T, =0.3 ms)

La dépendance de la vitesse par rapport alalongueur du trongon est influencée en premier lieu par:

- Lemodée théorique u; (t)= u(0,t) (7) chois pour le front du potentiel d'action (fig. 3)

- Letempsde montée T,, (fortement dépendant de latempérature) et le seuil de déclenchement S

- Unéventud retard Dty au déclenchement du potentiel d'action, apres |'atteinte du seuiil

- Les paramétres electriques du noeud C, et R, qui caractérisent la "charge concentrée” du

noeud

On a testé ces influences pour différentes valeurs des paramétres respectifs, en obtenant des familles
de courbes V(L) similaires acelles de lafig.3, avec les propriétés suivantes:

Toutes les courbes partent de I'origine (lim V(L) =0 s L [0 0) et sont limitées aux longueurs Lma au dela
des quelles le niveau de seuil n'est plus atteint. Toutes les courbes présentent un maximum unique et net. I
exise donc un probléme bien défini d'optimisation géométrique longitudinadle pour une vitessse moyenne
maximale. L'optimisation est significative pour les temps de réponse de I'animal. Les valeurs optimales
obtenues sont assez peu influencées par les données ma connues. Un autre choix de la valeur d/D=0.7, du
facteur de forme transversal, ne modifie pas ces conclusions. L'introduction d'un retard de déclenchement
Dtp n'est pas nécessaire pour |'existence du maximum. Un "retard” implicite associé au démarrage "lent" de la
tension diffusée U,(t), est engendré par la réflection avec changement de signe du sgnd, ala fin du
trongon. Les valeurs optimales trouvées correspondent aux valeurs citées dans la literature [3][8][9][10][11].
Le niveau de seuil qui assure la cohérence de ces résultats est de I'ordre de 20%..30%.

Influence du facteur de forme transversal d/D. Dans les conditions (17), maisavec d/D variable, on
acdculé ladépendance V = f(d/D), pour D=15 mm, paramétrisée d'aprés les valeurs du facteur de forme
longitudina L/D T (10, 260) - donc de lalongueur L T (0.15mm , 3.9 mm). Pour le niveau de seuil S = 20%
cette famille de courbes est tragées dans lesfig.4a (L £ 1.5 mm) et 4b (L 3 1.5 mm).

L'éude des familles de courbes V = f(d/D), pour diverses valeurs des parametres, conduit a des
conclusions analogues acdlles de I'éude des fonctions V = f(L/D): Les courbes partent de I'origine, f(0) =0, et
présentent un maximum unique et net . Il existe donc un probleme bien défini d'optimisation géométrique
transversale, qui assure une vitesse maximale. Pour toutes les longueurs suffisasmment grandes L/D > 100 le
facteur de forme transversal optimum a exactement lavaeur d/D = 0,7, mesurée par les biologues.
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Fig.4 Ladépendance calculée delavitesse V par rapport au facteur de forme transversal d/D, pour les données de
lafibre étudiée par Goldman et Albus[10Q], en prenant le niveau de seuil relatif S=20% et Ry = 33.3 MW. Lafamille de
courbes est paramétrisée d'apres le facteur de forme longitudinal L/D dont les valeurs sont:

(@ 10(A), 20(B), 50(C), 70 (D), 90 (E), 100 (F) - lignes atraits continus
(b) 150 (G), 200 (H), 220 (1), 240 (J), 260 (K) - lignes atraits interrompus
Le point M des valeurs empiriques (L/D =92, d/D = 0.7, D=15 nm) se trouve tout prés du maximum calculé.

Relief de la fonction maximisée. Un représentation suggestive de la fonction (16) prend en compte

son domaine de définition bidimensionne D = (0, Lmax/D) ~ (0,1), en 'y tracant les courbes de niveau du
quotient V/D. On obtient ains un relief, qui présente un seul naximum, assez bien défini. Un exemple,
provenant des fibres étudiées par Goldman et Albus [10], est présenté dans la fig.5. Le point du maximum
calculé M' al'ordonnée expé&imentale d/D=0.7 et |'abscisse L/D = 125 suffisamment pres de la vaeur
expé&imentale L/D = 92, car I'erreur sur la vitese maximum reste trés faible (30/1365 » 2%), la créte du
relief étant trés aplatie.

Comparaison avec d'autres méthodes de calcul. Une confirmation des longueurs optimales st des
vitesses maximum calculéees dans cette note a éé obtenue par comparaison avec les résultats de
I'intégration numérique de l'équation de diffuson associée aux du processus non-linéaire HH,[10],[9],
présentées dans les fig. 6a et 6b pour des fibres assez différentes (et ades températures q différentes):

Données des deux types de fibre analysées (ayant le méme facteur de forme transversal d/D = 0.7):

Ppaamatre | r | ¢ | g | R | & | Tw | D [ L | v [ g
unité MWmm pF/ mm n§ mm MW pF ms mm mm m/'s °C

(8 Goldman 12,703 16 1/290 40 1.649 04 15 1,38 18,9 20
(b) FitzHugh 15,0 1.6 1/290 50 15 0,9 21,7 2 11,9 6,3
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Fig.5 Rdief delafonction (16) desvariablesL/D et d/D qui est maximisée par la structure géométrique
naturelle d'une fibre nerveuse de vertébré. Les courbes de niveau sont celles de valeurs calculées, VID. Les
calculs ont utilisé les données de [10], avec les paramétres du noeud Cy=1.649 pF, Ry=40 MW et D=15nmm
Lepoint M' est le maxium calculé ci-dessus qui atteintV = 18.8 m/s pour L/D =125, d/D = 0.7.
Lepoint M des valeurs empiriques correspond a V=185 m/spour L/D =92, d/D =0.7.
Laforme dentelée des bords du relief est due a une interpolation grossiére verslalimite L = Lmax

Dans les deux cas, les fronts du potentiel d'action ont &é modéisés assez bien par des tensions
impulsions dérivées ug (t), V.(7b), avec les temps de montée (a) T,,,= 0,4 ms (g=20 °C), ou (b) T,, = 0,9 ms
(g=6.3 °C). Leslongueurs L et les vitesses V étaient trés proches de celles calculéesici pour les conditions de
maximum de la vitesse, au niveau de seuil relatif S = 20% (proche de celui indiqué en [9]).
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Fig.6 Variation delavitesse V(L) avec lalogueur internodale L, en deux cas, traités dans la litérature par intégration des
équations du type HH, avec des codes de calcul différents: (a) [10] et (b) [9]. Les résultats obtenus dans ces travaux, figurés
par des petits carrés noirs, correspondent aux vitesses maximum fournies par notre méthode.

CONCLUSIONS

Lors du passage des invertéorés aux vertébrés, la nature a réalisé une mutation de la structure de la
fibre nerveuse, en remplacant une fibre lisse limitée par une membrane active — qui assurait la réfection
continuelle du potentiel d'action, au fur et amesure de sa propagation — avec une suite répétitive de trongons
passifs, entourés par une couche isolante — le long des quels le signal satténuait — séparés par de trés courtes
portions dénudées et actives, les noeuds de Ranvier, ou le potentiel d'action se déclenchait de nouveau
atteignant son amplitude initiae.

En supposant qu'en chaque noeud le potentiel d'action est déclenché des que le signal, transmis par
diffusion, atteint un niveau de seuil, nous avons démontré que la vitesse moyennes V des impulsions nerveuses
est calculable d'aprés le temps de transmission de la vaeur du niveau de seuil et présente un maximum assez
net pour certaines proportions géométriques du troncon myéinisé. La méthode de calcul de cette vitesse
résout un probléme éectrique de diffusion linéaire et ne requiert pas la résolution des équations du processus
Hodgkin-Huxley. Les proportions optimales obtenues, de méme que les valeurs respectives de la vitesse,
correspondent aux valeurs expérimental es observeées par |es biologues.

C'est un probléme d'optimisation géométrique de la structure de la fibre, que la nature a résolu par
I'évolution biologique, lors du développement de la colonne vertéorale, afin d'assurer des vitesses plus grandes
avec des fibres plus minces. L'optimisation est significative pour les temps de réponse de I'animal.

L'autreur exprime sa gratitude au dr.ing. Alexandru Ciure?, du laboratoire de Biophysique de
I'Université de Médicine et Farmacie de Bucarest, qui a propose le théme de cette éude et a soutenu son
traitement par de nombreuses discussions compétentes et instructives. L'ateur remercie son collaborateur
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dr.ing. Gabriel Segérceanu de I'Université Polytechnique de Bucarest, qui a mis au point des méhodes
efficaces dinverson numérique de la transformation de Laplace, utilisées dans ce travail.
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