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In aceasta tezd de abilitare am colectat cateva rezultate din teoria numerelor folosind
instrumente algebrice, obtinute impreuna cu colaboratorii mei in ultimii zece ani.

Una din caracteristicile aritmetice fundamentale pe care le posedad spatiul formelor
(cvasi) -modulare este aceea cd au o baza ai caror coeficienti Fourier sunt intregi. Cu mult
inainte de studiul lor sistematic initiat de Hecke, Ramanujan a studiat in detaliu relatiile
dintre acesti coeficienti Fourier, in special folosind cei trei generatori (serii Eisenstein), in
notatia sa P(q),Q(q), respectiv R(g). Una din observatiile sale fundamentale este aceea
ci algebra generati de aceste serii este de fapt o algebra diferentiala. Daca o forma cvasi-
modulard este in imaginea operatorului de diferentiere coeficientii sai Fourier vor satisface in
mod trivial o relatie de divizibilitate si anume n | a,. Impreuna cu W. Zudilin am studiat sis-
tematic spatiul acelor forme cvasi-modulare care satisfac aceastd proprietate de divizibilitate
(numitd generic magneticd), demonstrand printre altele proprietatea magnetica a anumitor
forme cvasi-modulare deja conjecturate anterior de Li-Neururer.

Inci din lucririle semnificative ale lui Eichler si Shimura din anii 1970, este recunoscut
faptul c& spatiul formelor modulare de pondere k pentru un subgrup de congruenta I" este
asociat cu coomologia parabolica a lui I', avand coeficienti in modulul polinoamelor omogene
in doui variabile de grad k — 2. Spatiul polinoamelor de perioade constituie o manifestare
concretd a primului grup de coomologie parabolicd, fiind extrem de adecvat pentru analiza
modului in care operatorii Hecke actioneazd pe formele modulare.

Una dintre cele mai semnificative manifestari ale structurilor algebrice in Teoria Nu-
merelor, sau mai exact, structurile aritmetice, sunt cele care se desfasoard peste corpuri
finite. In mod particular, algebrele finite sunt esentiale pentru intelegerea structurilor arit-
metice de diverse origini. Aceste obiecte, algebrele finite, pot avea reprezentdri care complica
intelegerea completd a structurilor lor. Un exemplu esential in acest sens este factorizarea
polinoamelor peste corpuri finite.

In Capitolul 1, trec in revisti rezultatele obtinute impreuna cu W. Zudilin in [Nagoya
Math. J., 2019). In acest articol am demonstrat anumite proprietiti aritmetice ale coefficientilor
unor forme semi-modulare folosind teorema de ridicare a lui Shimura-Borcherds de la forme
modulare de ponderi semi-integrale la cele de ponderi pare (clasice) cu nivel. O analiza a
actiunilor Hecke pe aceste spatii precum si transferul acestora prin izomorfismul S-B fac
posibilid demonstrarea proprietatilor " magnetice” pentru forme semi-modulare (conjectural,
aceste proprietdti nu existd pentru forme modulare)

In Capitolul 2, revizuiesc rezultatele obtinute impreund cu A. Popa, publicate in [Proc.
London Math. Soc., 2013]. Exploram spatiul polinoamelor de perioada asociate formelor
modulare de pondere integrala pentru subgrupuri de indice finit ale grupului modular. In
cadrul acestui grup, acest spatiu include un produs scalar care extinde produsul scalar Pe-
tersson pe forme modulare, asa cum este demonstrat prin formula lui Haberland. Include
de asemenea o actiune algebraici a operatorilor Hecke definita de Zagier. Extindem formula
lui Haberland pentru a include forme modulare (nu numai cuspidale) pentru subgrupuri de
indice finit si dezviluim ci incorporeaza doua formule mai puternice. De asemenea, extin-
dem actiunea operatorilor Hecke la polinoamele de perioada ale formelor modulare, verificam
nedegenerarea produsului scalar in formula lui Haberland si identificam adjunctii operato-
rilor Hecke in raport cu aceast produs scalar. Pentru I'(N), oferim mai multe aplicatil:
o extindere a izomorfismului Eichler-Shimura pentru a acoperi intregul spectru al formelor
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modulare; identificarea relatiilor satisficute de partile pare si impare ale polinoamelor de
perioadd asociate cu formele cuspidale, care se disting de relatiile de perioadé; si o formuld
detaliatd pentru coeficientii Fourier ai formelor proprii Hecke derivata din polinoamele lor
de perioada, extinzand teorema coeficientului a lui Manin.

In Capitolul 3, exploram extinderea produsului scalar Petersson la intregul spatiu al
formelor modulare de pondere integrald k > 2 pentru un subgrup de indice finit al grupului
modular. Demonstriam ci operatorii Hecke au aceiagi adjuncti in raport cu acest produs inte-

rior ca si pentru formele cuspidale. In plus, stabilim ci produsul Petersson este nedegenerat
pentru I'y(N)

In Capitolul 4, calculam o descompunere algebrici a inelelor black-box in modelul
inelului generic. Mai precis, descompunem explicit un inel black-box ca un produs direct
intre un inel black-box nilpotent si inele black-box locale si unitale, prin calculul tuturor
idempotentilor primitivi ai sai. Algoritmul prezentat utilizeaza subrutine cuantice pentru
calculul pértilor de putere p ale unui inel black-box si apoi algoritmi clasici pentru calculul
idempotentilor primitivi corespunzatori. Ca produs secundar, obtinem ca reducerea unui inel
black-box este, de asemenea, un inel black-box. Prima aplicare a acestei descompuneri este o
extensie a lucrarii lui Maurer si Raub (2007) privind problema reprezentarii in campurile fi-
nite black-box pentru cazul inelelor black-box reduse de putere p. O alta aplicare importanta
este un atac IND — CC A! pentru orice schema de criptare homomorfica pe inele in modelul
inelului generic. Mai mult, atunci cand spatiul textului in clar este un inel black-box finit si
redus, prezentdm un atac de recuperare a textului in clar bazat pe problema reprezentarii in
corpurile prime black-box. Din perspectiva matematic#, algoritmii nostri pot deschide unele
cdi pentru calculul invariantilor geometrici si algebrici, cum ar fi componentele conexe ale
unei varietati algebrice, etc. Aceste rezultate au fost publicate impreuna cu M. Barcau in
[Journal of Symb. Comp., 2024].

In Capitolul 5, detaliez trei directii de cercetare pe care intentionez sa le explorez in
viitor, subliniind dezvoltirile actuale si importanta problemelor discutate.



