ACADEMIA ROMANA
SCOSAAR

REZUMATUL TEZEI DE ABILITARE

Optimizare Stochastica

Domeniul de abilitare: Matematica

Ion Necoara



Rezumat

0.1 Contributiile acestei teze

Considerim spatiul Euclidian R™, inzestrat cu produsul scalar (x,y) = 2’y si norma core-
spunzitoare ||z|| = \/(x, a:)l Problemele de optimizare considerate in aceasta tezd sunt versiuni
ale urmatoarei probleme stochastice, avand functia obiectiv exprimatd ca medie a doi termeni:

min F(z) = E[f(2.6) + g(a. )], 0

zed

unde § este o variabild aleatoare peste un spatiu de probabilitate (Q, F,P). De asemenea,
functiile f : R" x Q — Rsig : R* x Q — R sunt proprii, inferior semicontinue si con-
vexe 1n primul argument. Incertitudinile din majoritatea aplicatiilor practice de optimizare au
determinat ca optimizarea stochasticd sd devind un instrument esential pentru multe domenii
din matematica aplicatd, cum ar fi invdtarea automata si statisticd, control si procesarea sem-
nalului, retele de senzori si altele. Principala caracteristicd a problemei (1)) este faptul cd nu
putem evalua (sub)gradientul V F'(z) al functiei F' intr-un punct x € domF’, adica nu avem ac-
ces la subdiferentiala OF'(z). Pe de alti parte, pentru o realizare datd é a variabilei aleatoare
€, putem accesa f(z,€), g(z, €) si respectiv (sub)gradientii V f(z, €), Vg(z, £). In aceasts tezi
presupunem cd (sub)gradientii V f(z, f ), Vg(z, é ) sunt estimatori impartiali:

E[Vf(z,§) + Vy(z,§)] € OF (x).
De notat este faptul cd aceastd problema de optimizare (] este foarte generald si apare in multe
aplicatii din inginerie, statistica si Tnvatare automata.
Un caz particular al problemei stochastice (I)) este ¢ = 0 si F(x) = E|[f(x,)]. Aceasta este
problema uzuali intlnitd in aplicatiile de invatare automati. In acest caz, cel mai utilizat algo-
ritm pentru rezolvarea acestei probleme este stochastic gradient descent (SGD) propus de Rob-
bins si Monrdﬂ:

Tr1 = T — V[ (T, §),

unde &, este o realizare a variabilei aleatoare ¢ (adicd un esantion &, ~ P) si pentru a garanta
convergenta acestui proces stochastic iterativ pasul oy, trebuie ales de forma
Qo
1
In general, SGD converge lent si de aceea accelerarea acestui algoritm este una din principalele
directii de cercetare, mai ales in contextul actual de Big Data. Experimental, s-a observat ca ac-
celerarea convergentei metodei SGD se poate realiza folosind minibatch (mai multe esantioane):

Thk+1 = Tk — ]J va T, §

kl ec,

ap = unde o > 0siy € [0, 1].

'Majoritatea rezultatelor prezentate in aceasti tezi se pot extinde si la spatii mai generale.
2H. Robbins and S. Monro, A stochastic approximation method, The Annals of Mathematical Statistics, 1951.
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unde multimea de esantioane J;, C 2 are cardinalitatea |.J,| > 1. Insi, aceasti iteratie nu accel-
ereazd convergenta citre punctul de optim dincolo de o anumita valoare a dimensiunii minibatch-
ului, asa cum se observi din Figura|If| In particular, pentru dimensiuni mari ale minibatch-ului
avem nevoie de un numdr mare de epoci (iteratii), rezultind complexitate totald mare. Asadar, o
problema deschisa in literatura de optimizare stochastica este identificarea conditiilor pentru care
avem garantii matematice ca minibatch-ul accelereaza convergenta si gdsirea marimii optime a
minibatch-ului (numdrul optim de esantioane necesare la fiecare iteratie).

CIFAR-10
Data passes to 95% training accuracy
n 801
[0}
a
©
o
© 601
©
a
R
© 401
[0}
Qo
=
= 201
0 500 1000 1500 2000

Batchsize

Figure 1: Compartamentul metodei SGD in functie de dimensiunea minibatch-ului.

In aceasta tezd rezolvim (partial) aceasti problemi, analizind versiuni minibatch al algoritmu-
lui Kaczmarz, in Capitolul 3 (amintim cd algoritmul Kaczmarz coincide cu SGD atunci cand
rezolvdm problema celor mai mici pdtrate liniard), continuand cu algoritmi de proiectie stochas-
ticd pentru problema de fezabilitate convexd, in Capitolul 4 si Tn Capitolul 5 si terminand cu un
algoritm de tip stochastic subgradient pentru probleme de optimizare cu multe constrangeri, in
Capitolul 7 .

In particular, in Capitolul 3, demonstrim ci algoritmul Kaczmarz, in care proiectim simultan
pe mai multe linii din matricea sistemului, converge liniar, avand o ratd de convergentd care
depinde de proprietitile geometrice ale submatricilor sistemului liniar pe care proiectim si de
dimensiunea lor (minibatch). Mai mult, analiza noastrd de convergentd aratd cd acest algoritm
este eficient atunci cand facem o esantionare a liniilor matricei sistemului in submatrici bine
conditionate si ne permite, de asemenea, sa identificim dimensiunea optima a minibatch-ului.

In Capitolul 4, prezentim o familie de metode de proiectie stochastici pentru a rezolva probleme
de fezabilitate convexd, exprimate in termeni de intersectie (posibil infinitd) de multimi con-
vexe simple. Demonstrdm, sub anumite ipoteze de regularitate, ca aceste metode au convergenta
liniard, cu o ratd de convergentd ce depinde de dimensiunea esantionului de multimi considerat la
fiecare iteratie si de o constantd ce are o interpretare naturald ca numar de conditionare al proble-
mei de fezabilitate. Am identificat constanta Lipschitz a problemei de fezabilitate ca parametru
cheie care determind daca minibatch-ul ajutd la accelerarea convergentei, precum si cit de mult
contribuie. In Capitolul 5, extindem aceste rezultate la probleme de fezabilitate convexi, unde
fiecare multime din intersectie este descrisd de o functie convexi Lipschitz. In acest caz, algo-
ritmul nu presupune proiectii pe multimi individuale, ci un pas de subgradient pentru una din
functii. Din cunostintele noastre, acestea sunt primele rezultate care determina teoretic conditiile
pentru care metodele de proiectie stochastica de tip minibatch au o complexitate mai bund decat
variantele lor bazate pe un singur esantion.

3Preluati din Yin et al. 2018.



In Capitolul 7, considerim probleme de optimizare cu multe constrangeri (posibil o infinitate)
definite explicit cu ajutorul unor functii convexe Lipschitz. Pentru aceste probleme generale,
am propus un algoritm stochastic de tip subgradient urmat de un pas de fezabilitate care uti-
lizeazd doar subgradientii unui esantion de functii care definesc mulfimea fezabild. La fiecare
iteratie, algoritmul face un pas de subgradient, menit sd minimizeze functia obiectiv, si apoi un
pas de subgradient care minimizeazd incdlcarea fezabilitdfii esantionului (minibatch-ului ) de
constrangeri observat. Derivam rate de convergenta liniard pentru acest algoritm care depind in
mod explicit de dimensiunea minibatch-ul si ardtim cand minibatch-ul ajutd o schemd de sub-
gradient cu actualiziri aleatorii de fezabilitate.

Pe de altd parte, analiza de convergenta pentru SGD a fost datd pentru modele de optimizare sim-
ple, care satisfac ipoteze restrictive si pentru care ratele de convergenta sunt in general subliniare
st au loc doar pentru alegeri foarte specifice si descrescdtoare ale pasului. De exemplu, in liter-
atura convexd, analiza de convergentd a metodei SGD pentru cazul functiilor obiectiv Lipschitz
este diferitd de cea a functiilor cu gradient continuu Lipschitz, desi ratele de convergentd sunt
la fel pentru ambele cazuri. De asemenea, analiza SGD-ului a fost derivatd doar pentru cazul
g = 0. Insi, in multe aplicatii practice apar constringeri sau termeni de regularizare care conduc
la o problema de optimizare de forma (1)), adicd g # 0. Extensia analizei convergentei algo-
ritmului SGD la cazuri mai generale, de exemplu pentru formularea (IJ), nu a fost facutd inca.
De aceea, 1n partea a doua a acestei teze, extindem analiza de convergentd a algoritmului SGD
pentru problema de optimizare generald ().

Mai intéi, extindem analiza convergentei metodei SGD la cazul problemelor de optimizare cu
multe constrangeri exprimate, fie prin mulfimi convexe (Capitolul 6), fie prin functii convexe
(Capitolul 7), posibil intr-un numir infinit. in acest caz, g in (T)) reprezinti functia indicator a unei
multimi din familia de multimi care defineste multimea fezabild. De asemenea, desi SGD este un
algoritm ugor de implementat si cu performante practice bune in anumite circumstante, studii re-
cente aratd ca aceastd metoda este instabild si sensibild fatd de anumite alegeri ale parametrilor, de
exemplu constanta de convexitate tare. De aceea, analizdm si o versiune mai generald a metodei
SGD, numita stochastic proximal point (SPP) in Capitolul 6. Din ratele de convergentd derivate
in Capitolul 6 pentru ambele cazuri, functii convexe Lipschitz si cu gradient Lipschitz, se poate
observa cd SPP este, in general, atdt mai robust la alegerea parametrilor, cat si cu performante
mai bune fatd de SGD.

In Capitolul 8, prezentim un cadru teoretic pentru analiza metodelor stochastice de ordinul intai
(SGD si SPP) pentru problema generali (I]). Analiza noastri se bazeazi pe o ipotezd noud asupra
functiei obiectiv pe care am numit-o condifia de méarginire a gradientului stochastic. Aceastd
conditie include obignuitele clase de functii analizate In literaturd, functii Lipschitz si functii cu
gradient Lipschitz, si ne permite sd derivim o analizd de convergentd comuna pentru metodele
stochastice bazate pe (sub)gradienti. In plus, ratele noastre de convergenti sunt optime pentru
aceastd clasa de probleme.

In ultimul capitol prezentdm cateva directii de cercetare pe care dorim sd le abordam in viitor.

In final, mentionim ci toti algoritmii prezentati in aceasti tezi au fost testati numeric pe aplicatii
concrete, folosind date sintetice sau reale, si comparati cu alti algoritmi din literaturd. Rezultatele
numerice, fie le confirma pe cele teoretice, fie aratd performante superioare ale metodelor noastre.
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