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Aceasta teza de abilitare este dedicata studiului seriilor theta trunchiate, ine-
galitatilor si identitatilor liniare care implica functii de partitii, precum si al studiului
unor identitati de tip Rogers-Ramanujan. Teza se bazeaza pe o mare parte dintre
rezultatele pe care le-am obtinut singur sau impreuna cu colaboratorii mei in perioada

care a urmat obtinerii doctoratului.

Aceste rezultate au facut obiectul de studiu a 32 de articole stiintifice (28 din-
tre acestea fiind indexate ISI) publicate in: Annals of Combinatorics [48], Applicable
Analysis and Discrete Mathematics [42], ARS Mathematica Contemporanea [5], Bul-
letin of the Australian Mathematical Society [36], Carpathian Journal of Mathematics
[27], Contributions to Discrete Mathematics [45], Experimental Mathematics [33, 34],
International Journal of Number Theory [8, 49], Journal of Combinatorial Theory Se-
ries A [2, 9], Journal of Number Theory [26, 29] Journal of Ramanujan Society of
Mathematics and Mathematical Sciences [32], Mediterranean Journal of Mathematics
[31, 38], Periodica Mathematica Hungarica [30, 40], Quaestiones Mathematicae [37],
Ramanujan Journal [4, 6, 28, 39, 41, 44, 46, 47|, Revista de la Real Academia de Cien-
cias FEractas, Fisicas y Naturales. Serie A. Matemdticas [35], Séminaire Lotharingien
de Combinatoire [7], Transient Transcendence Transylvania — Transcendence in Alge-
bra, Combinatorics, Geometry and Number Theory - TRANS19, Springer Proceedings
in Mathematics & Statistics [20, 43].

Chiar daca Leibniz este printre primii care au investigat numarul de moduri in care
se poate reprezenta un numar intreg pozitiv ca suma de numere intregi pozitive, bazele
teoriei partitiilor au fost puse de catre Euler la mijlocul secolului al XVIII-lea [13].
Studii asupra acestei probleme particulare au fost facute pe larg in secolele trecute, atat
analitic, cat si combinatoric. Exista, de asemenea, studii asupra variantelor functiei de
partitie, unde au fost impuse unele conditii privind proprietatile partitiilor (de exemplu,

numarul de parti, paritati etc.).

Inegalitatile liniare care implica p(n), functia de partitie a lui Euler, pot fi consid-

erate un subiect aproape neexplorat inainte de anul 2011. Se pare ca

p(n) —pn—1)—p(n—2)<0

este singura inegalitate luata in considerare inainte de 2011. In anul 2012, utilizand

structuri arborescente binare am publicat in [24, 25] cel mai eficient algoritm pentru



generarea partitiilor lui n. Pentru a demonstra ca acest algoritm este cel mai eficient,

am avut nevoie de urmatoarea inegalite: pentru n > 0,
p(n) —pn —1) — p(n —2) + p(n —5) < 0. (1)

In septembrie 2011 l-am intrebat pe George E. Andrews despre aceasta inegalitate
si mi-a spus ca nu apare in literatura de specialitate. Asa a Inceput colaboarea mea cu
George E. Andrews aupra seriilor theta trunchiate. Motivatia acestei colaborari a fost

data de urmatoarea generalizare a inegalitatii (1):

el NS pyinf,, 3
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Aceasta generalizare a fost obtinuta in [1] considerand urmatoarea forma trunchiata a

teoremei numerelor pentagonale a lui Euler: pentru & > 1
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Puterea acestei tehnici de a explora inegalitati si identitati de partitie depinde de
posibilitatea de a adapta aceasta relatie pentru a demonstra alte rezultate. Acest rezul-
tat a deschis un nou studiu asupra seriilor theta trunchiate, inspirand mai multi matem-
aticieni sa lucreze asupra seriilor theta pentru a obtine forme trunchiate: M. El Bachraoui
[3], S. H. Chan, T. P. N. Ho and R. Mao [10], S. Chern [11, 12], V. J. W. Guo and
J. Zeng [14], T. Y. He, K. Q. Ji and W. J. T. Zang [15], L. W. Kolitsch [16, 17, 18],
L. W. Kolitsch and M. Burnette [19], J.-C. Liu and Z.-Y. Huang [21], R. Mao [22, 23],
C. Wang and A. J. Yee [50, 51, 52], A. J. Yee [53].

Teorema trunchiatd a numerelor pentagonale (2) a fost demonstrata analitic in
[1]. Demonstratia noastra se bazeaza pe functii generatoare. In 2015, Ae Ja Yee
[53] a redemonstrat teorema noastra invocand argumente combinatorice. In Capitolul
2, oferim doua demonstratii noi ale teoremei trunchiate a numerelor pentagonale, o
demonstratie fiind analitica [2] iar cealalta, este combinatorica [49]. Mai multe familii
infinite de inegalitati liniare care implica functia de partitie a lui Euler p(n) apar in
studiul nostru ca interpretari combinatorice ale identitatilor cu serii theta trunchiate.
Ne-am intrebat adesea daca exista o alta modalitate de a demonstra aceste inegalitati.

In ultima sectiune a Capitolului 2, oferim o metoda foarte generala pentru demonstrarea
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inegalitatilor liniare omogene care implica functia de partitie p(n). Aceasta este o
metoda numerica care nu implica o serie theta si conecteaza acest tip de inegalitati

liniare omogene cu problema Prouhet-Tarry-Escott [41].

In Capitolul 3, furnizam interpretari combinatorice pentru formele trunchiate a
doua identitati care implica doua serii theta ale lui Gauss, rezolvand in acest mod o
problema propusa de catre V. J. W. Guo and J. Zeng [14]. De asemenea, aratam ca
aceste rezultate, impreuna cu trunchierea noastra anterioara a teoremei numerelor pen-
tagonale a lui Euler sunt, in esenta, corolarii ale unei identitati Rogers-Fine. impreuné
cu Cristina Ballantine, Donny Passary si Ae Ja Yee, am oferit demonstratii pur com-
binatorii ale acestor rezultate [9]. In plus, luim in considerare forme trunchiate pentru
functiile de generare ale suprapartitiilor lui n in parti impare [48] si partitiile lui n in
parti distincte [44].

In anul 1944, Freeman Dyson a definit conceptul de rank a unei partitii intregi si a
introdus fara definitie termenul de crank a unei partitii intregi. O definitie pentru crank
care indeplineste proprietatile enuntate pentru aceasta de Dyson a fost descoperita in
anul 1988 de catre George E. Andrews si Frank G. Garvan. In Capitolul 2, introducem
forme trunchiate pentru doua identitati cu serii theta care implica functiile de generare
pentru partitii cu rank nenegativ si partitii cu rank pozitiv. In Capitolul 3, introducem
forme trunchiate pentru doua identitati cu serii theta care implica functiile de gener-
are pentru partitii cu crank negativ. Ca si corolarii, derivam noi familii infinite de

inegalitati liniare pentru functia de partitie p(n).

In Capitolul 4, consideram functiile Rogers-Ramanujan si pentru fiecare S € {1, 2}
obtinem relatii liniare recurente pentru numarul partitiilor lui n in parti congruente cu
4S5 mod 5. In acest context, imbunatitim o conjecturs publicat in [1] si demonstrati
trei ani mai tarziu, in mod independent, de catre A. J. Yee [53] care a utilizat metode
combinatorice gi de catre R. Mao [22] care a utilizat functii theta. Interpretarile com-
binatorii pentru aceasta noua conjectura ne conduc pentru fiecare S € {1,2,3,4} la o
familie infinita de inegalitati liniare omogene pentru numarul partitiilor lui n in parti
congruente cu £S5 mod 5. Un numar de 20 de identitati care implica functiile Rogers-
Ramanujan au fost descoperite in [33] considerand identitatea produsului triplu a lui Ja-
cobi gi identitatea produsului cvintuplu a lui Watson. Aceste identitati descoperite ex-

perimental devin teoreme cu ajutorul demonstratiilor prezentate in capitolul urmator.
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In Capitolul 5, enuntam si demonstram formule cu produse pentru mai multe functii
generatoare pentru siruri (a,),>o care sunt definite de proprietatea ca Pa,, + b* este un
patrat, unde P si b sunt numere intregi. In mod special, demonstram identitatile cu
functii Rogers-Ramanujan enumerate in Capitolul 4. Aratam ca, prin identitatea pro-
dusului triplu a lui Jacobi, toate aceste functii generatoare pot fi reduse la o combinatie
liniara de produse cu functii theta. Demonstratia formulelor noastre consta in tran-
formarea acestor combinatii liniare de produse theta intr-un singur produs. Facem
acest lucru in doua moduri: (1) prin utilizarea teoriei functiilor modulare si (2) prin

aplicarea formulei lui Weierstrafl pentru insumarea produselor theta [20].

In Capitolul 6 sunt considerate sase aplicatii ale seriilor theta trunchiate. In prima
sectiune investigam suma partilor distincte care apare de cel putin doua ori in partitiile
numarului n gi furnizam interpretari combinatorice pentru aceste sume [49]. O conex-
iune cu submultimile multimii {1,2,...,n} este analizata in acest context. In a doua
si a cincea sectiune sunt investigate conexiuni intre seriile theta trunchiate si partitiile
in parti distincte [36, 37]. Excludentul minim sau functia mex pentru o mutime S de
numere intregi pozitive este cel mai mic intreg pozitiv care nu este in S. In a treia
sectiune, consideram functia mex aplicata partitiilor intregi si oferim conexiuni cu serii
theta trunchiate [7, 8]. Conexiuni intre serii theta trunchiate si partitii in parti care
nu sunt congruente cu 0, £3 (mod 12) sunt investigate in sectiunea a patra [40]. In
ultima sectiune, oferim conexiuni intre serii theta trunchiate si functii de partitie care

intervin in solutia Baxter a modelului hard-hexagon [35].

Divizorii unui numar intreg au fost mult timp studiati si stau la baza unor probleme
nerezolvate din teoria numerelor gi domeniile conexe. Studiul partitiilor unui numar
intreg este mult mai recent si a fost continuat cu mare interes inca din timpul lui Euler,
care este considerat a fi fondatorul acestei teorii. Istoria ambelor subiecte este bogata,
interesanta gi foarte atragatoare. Cele doua ramuri ale teoriei numerelor, aditiva si mul-
tiplicativa, se dovedesc a fi legate in multe moduri interesante [28, 31, 38]. O parte din
fascinatia acestor ramuri ale teoriei numerelor rezida in rezultate neasteptate, inclusiv
conexiuni intre concepte care par sa nu aiba legatura. In Capitolul 7, investigam noi
conexiuni intre serii theta trunchiate si seria Lambert luand in considerare noi variante

ale teoremelor de factorizare a seriei Lambert [47].

Capitolul 8 contine planuri si directii pentru cercetari viitoare.
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