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Prezenta teza de abilitare reflecta progresul stiintific realizat in perioada
2007-2020, 1n intelegerea si rezolvarea unor probleme de mecanica fluidelor,
ecuatii cu derivate partiale, unde neliniare, stabilitatea fluidelor si dinamica
fluidelor geofizice. Metodele matematice utilizate pentru rezolvarea acestor
probleme sunt variate si fascinante.

Capitolul 2 este dedicat metodelor variationale utilizate in modelarea
valurilor si a curgerilor de apa. Problema matematica clasica a miscarii
unui fluid perfect implica ecuatiile lui Euler intr-un domeniu cu frontiera
libera, ecuatia de incompresibilitate a fluidului si conditiile la limita adec-
vate. Complexitatea ridicata a acestei probleme, chiar fara a lua in consid-
erare rotatia Pamantului si influenta stratificarii, a condus matematicienii
si fizicienii la obtinerea unor seturi mai simple de ecuatii, convenabile pen-
tru a descrie migcarea fluidelor in unele regimuri fizice specifice. Pentru
a dezvolta o procedura de aproximare sistematica, trebuie sa caracterizam
ecuatiile complete ale lui Euler in functie de marimea anumitor parametrii.
Cei doi parametri importanti, care joaca un rol crucial in teoria valurilor,
sunt €, ce masoara raportul dintre amplitudinea undei si adancimea fluidului
neperturbat, si §, ce masoara raportul dintre adancimea fluidului si lungimea
de unda. Parametrul de amplitudine € este asociat cu neliniaritatea undei,
astfel Incat € mic implica o teorie aproape liniara a undelor . Parametrul de
adancime mica 0 masoara abaterea presiunii, in fluidul de sub val, departe
de distributia presiunii hidrostatice. Rolul lui ¢ independent de € este util in
descrierea valurilor de adancime mica cu amplitudine arbitrara. Valurile de
amplitudine mica gi lungime de unda lunga (sau valuri de mica adancime)
sunt aproximate de modele slab neliniare, cum ar fi ecuatiile Korteweg-de
Vries (KdV) si Boussinesq. O serie de ecuatii de evolutie neliniara (de ex-
emplu, Green-Naghdi (GN), Camassa-Holm (CH), Degasperis-Procesi (DP),
Camassa-Holm cu doua componente (CH2) etc.)), care constituie aproximari
mai precise ale ecuatiilor lui Euler decat ecuatia clasica KdV, au fost studi-
ate intens in ultimele decenii. Derivarea seturilor mai simple de ecuatii ce
modeleaza fenomene de curgere se face in aga fel incat aga-numitele ecuatii
aproximative rezultate sa fie mai ugor de manevrat decat ecuatiile complete,
dar sa pastreze inca unele dintre trasaturile lor structurale importante, cum
ar fi structura variationala sau hamiltoniana. In anii 60-70, intr-o serie de
lucrari de pionierat, Arnold initiaza utilizarea metodelor variationale geomet-
rice in descrierea ecuatiilor unui fluid ideal incompresibil. Natura hamilto-
niana a ecuatiilor lui Euler aduce o serie de rezultate fundamentale in teoria
matematica a dinamicii unui fluid ideal incompresibil in special in domeniul



stabilitatii hidrodinamice. Pentru propagarea undelor in ape putin adanci,
am obtinut in lucrarile [131, 132, 139, 140] ecuatia CH (fara sau cu vortic-
itate), sistemul GN si sistemul CH2, printr-o combinatie intre dezvoltari in
raport cu parametrii mici si o metoda variationala in formalismul lagrangean.
Folosind aceeagi metoda, am obtinut in [144] un nou sistem cu doua compo-
nente (N2C) pentru propagarea undelor de suprafata in ape putin adanci cu
o curgere irotationala. Acest sistem are o formulare hamiltoniana necanonica
si pentru el putem de asemenea gasi o solutie exacta de tip unda solitara,
care are o expresie diferita de solutia de tip sech obtinuta pentru sistemul
GN. Metoda hamiltoniana pentru dinamica undelor de suprafata libera a fost
prezentata pentru prima data de Zakharov in 1968. Lucrarea sa pentru unde
irotationale in ape adanci, a fost extinsa in 2007-2008 la curgeri cu vortici-
tate constanta gi de adancime finita [53, 234, 235]. Curgerile bidimensioanle,
irotationale, cu doua straturi poseda de asemenea o formulare hamiltoniana
[76]; in cazul rotational, cu vorticitate constanta in fiecare strat, formula-
rea hamiltoniana pentru curgerile periodice de apa a fost realizata in [54]

In [158] am ardtat ci, ludnd in considerare efectele Coriolis in aproxi-
marea f-plan ecuatoriala pentru curgeri periodice bidimensioanle, cu doua
straturi si cu vorticitate constanta in fiecare strat, descrierea hamiltoniana a
ecuatiilor de guvernare se pastreaza. Pentru a realiza acest lucru, am folosim
o metoda variationala combinata cu metode din analiza armonica (operatori
Dirichlet-Neumann).

O caracteristica fascinanta a studiului valurilor este ca in miscarea lor pot
iesi In evidenta anumite forme elementare, cum ar fi, fronturi, pulsuri sau pa-
chete de unde periodice. in‘gelegerea matematica a acestor forme elementare
este esentiala pentru obtinerea de informatii fundamentale despre modelele
mai complexe. In capitolul 3, analizam solutiile de tip unda calatoare pentru
unele dintre modelele importante in literatura - modelul GN, modelul CH2,
modelul N2C, modelul Zakharov-Ito (ZI) si modelul Kaup-Boussinesq (KB)
- ce descriu valuri care se propaga in ape de mica adancime, atat pentru
curgeri irotationale cat si pentru curgeri cu forfecare constanta. Desi mod-
elele irotationale (cu avantaje considerabile in analiza lor matematica) pentru
miscarea undelor dau multe rezultate practice despre natura valurilor, in re-
alitate exista intotdeauna o anumita vorticitate prezenta in miscarea efectiva
a undelor: pentru valurile formate de vant, pentru valurile ce se propaga pe
un curent de forfecare sau pentru valurile langa o nava sau un debarcader.
Vom acorda o atentie speciala cazului in care vorticitatea este prezenta si
are o valoare constanta. Pentru valurile ce se propaga in ape putin adanci,



alegerea vorticitatii constante nu este doar o simplificare matematica dar
este si rezonabila din punct de vedere fizic, deoarece, in acest caz, vortici-
tatea medie nenula este mai importanta decat distributia sa specifica - vezi
discutia din [79]. Pentru fiecare dintre modelele cu doud componente de mai
sus, derivam in [84, 85], prin aplicarea unei proceduri unificate, cea mai
generala ecuatie diferentiala ordinara care descrie intreaga familie de solutii
de tip unda calatoare a modelului. Existenta si profilul undelor calatoare de-
pind de valorile constantelor de integrare si de existenta, semnul si ordinul de
multiplicitate al radacinilor unor polinoame de grad 3, 4, 5, 6, in functie de
model. Majoritatea studiilor dedicate undelor calatoare se concentreaza pe
o anumita subclasa de solutii: undele solitare (pulsuri), care au o descrestere
rapida la infinit, impreuna cu toate derivatele lor. Alegand in mod adec-
vat constantele de integrare vom obtine ecuatiile care descriu solutiile de tip
unda solitara. Aceste unde calatoare localizate, a caror forma nu se modifica
pe masura ce se propaga cu o viteza constanta, sunt mai rar prezente decat
pachetele de unde periodice, dar reprezinta totusi modele de unde observabile
si frumoase. Unele dintre ecuatiile generale pot fi rezolvate analitic pentru a
obtine solutii explicite, dar o descriere a profilurilor de unda calatoare pen-
tru toate modelele de mai sus poate fi facuta prin efectuarea unei analize
in planul fazelor [84, 85]. O curba inchisa in planul fazelor implica o unda
calatoare periodica, o orbita homoclinica ofera o solutie de tip puls si o orbita
heteroclinica in planul fazelor produce o solutie de tip front de unda. Pentru
anumite valori ale constantelor, toate modelele de mai sus poseda solutii de
tip puls. Pentru sistemul KB, gasim solutii analitice de tip unda calatoare
cu pulsuri multiple. Pentru sistemul ZI, se obtin atat solutii de tip puls cat
si de tip anti-puls. Modelul Camassa-Holm cu doua componente, cu sau fara
vorticitate, poseda si solutii de unda de tip front. Solutiile de unda de tip
front descresc algebric la infinit. Daca comparam efectele vorticitatii asupra
undelor de tip puls in modelul CH2 si modelul CH2,,, vom constata ca undele
care se propaga catre dreapta si in aceeasi directie ca gi curentul de forfe-
care subiacent au o amplitudine mai mare si o lungime de unda mai ingusta
iar undele care se propaga catre dreapta pentru care curentul de forfecare
subiacent este in directia opusa sunt mai largi, amplitudinea lor scade.

In capitolul 4 investigam migcarea particulelor de apa sub diferite tipuri
de valuri progresive. Descrierea clasica a traiectoriilor particulelor se obtine
in cadrul teoriei lineare a valurilor. Viziunea predominanta era ca particulele
din interiorul pachetelor de valuri periodice care calatoresc peste mare se
deplaseaza pe orbite inchise, eliptice sau circulare in functie de adancimea



apei (vezi, de exemplu, [80, 165, 179, 192, 219, 220]). Ins&, chiar si in
teoria liniara a valurilor, sistemul de ecuatii diferentiale ordinare ce de-
scrie migcarea particulelor este neliniar. In timp ce intr-o prima aproximare
a acestui sistem toate traiectoriile particulelor sunt inchise, Constantin si
Villari [71] au aratat, folosind consideratii in planul fazelor, ca pentru un-
dele gravitationale periodice cu amplitudine mica, traiectoriile particulelor
nu sunt de fapt inchise, cu exceptia cazului in care suprafata libera este
plana. Lucrarea [71] a fost urmata de multe alte lucrari cu concluzii sim-
ilare, fie in cadrul teoriei liniare sau in cadrul teoriei complet neliniare, a
se vedea, de exemplu, [37, 44, 48, 67, 68, 70, 86, 113, 236]. Pentru val-
urile cu amplitudine mica, pe langa analiza in planul fazelor, solutiile ex-
acte ale sistemului neliniar permit o mai bung intelegere a dinamicii. In
[133, 134, 135, 136, 137, 138, 141] am obtinut solutiile analitice ale sis-
temelor care descriu traiectoriile particulelor la propagarea diferitelor tipuri
de valurilor cu amplitudine mica, sub efectul gravitatiei i tensiunii superfi-
ciale, in prezenta sau nu a curentilor de fundal si a vorticitatii. Aceste solutii
nu sunt curbe inchise: unele traiectorii ale particulelor sunt curbe ondulate
spre dreapta sau spre stanga, altele sunt bucle cu o abatere inainte sau cu
o abatere Inapoi, unele traiectorii sunt de tip peakon, altele pot avea forme
bizare. Pentru valurile cu amplitudine mica si vorticitate constanta i pentru
valurile irotationale cu amplitudine mica in ape adanci, facem in [138, 141]
si cateva observatii cu privire la punctele de stagnare, acele puncte in care
componenta verticala a campului de viteze a fluidului este zero, in timp ce
componenta orizontala este egala cu viteza profilului de unda. Punctele de
stagnare reprezinta un interes special deoarece sunt puncte in care caracter-
istica curgerii se schimba adesea. Ele pot fi localizate pe suprafata libera,
in acest caz unda se numeste unda extrema [5, 212, 221, 233], pe baza sau
in interiorul domeniului fluidului [70, 86, 193, 236], [138, 141]. Formarea
punctelor de stagnare in interiorul fluidului poate fi, de asemenea, legata de
fenomenul de spargere a valurilor (wave breaking) in apele adanci.
Dinamica fluidelor geofizice este studiul miscarii fluidelor in care rotatia
Pamantului joaca un rol semnificativ - termenii Coriolis sunt incorporati in
ecuatiile generale - gi se aplica unei game largi de curgeri oceanice si atmos-
ferice [77, 107, 230). In oceanografie, ecuatiile generale adecvate migcarii pe o
sfera sunt de obicei simplificate prin invocarea aproximarilor de plan tangent
- prin care suprafata curba a Pamantului este aproximata local cu un plan
tangent. Exista o literatura bogata despre dinamica undelor ecuatoriale.
Intr-o prima aproximare, numita aproximare f-plan, valabila intr-o banda
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de aproximativ 2° latitudine de ambele parti ale ecuatorului, parametrul
Coriolis este fixat la o valoare constanta iar variatiile latitudinale nu sunt
luate in considerare. Aproximarea (-plan, care se aplica in regiunile aflate
la o latitudine de 5° de fiecare parte a ecuatorului, ia in considerare faptul
ca forta Coriolis poate varia de la un punct la altul gi introduce o variatie
liniara cu latitudinea a parametrului Coriolis. In prima sectiune a capitolului
5, consideram problema ecuatoriala bidimensionala a valurilor cu vorticitate
constantd in aproximarea f-plan. In cazul undelor de amplitudine mic,
deducem relatiile de dispersie gi gasim solutiile analitice ale sistemului de
ecuatii diferentiale neliniare care descriu traiectoriile particulelor sub astfel
de unde [157]; solutiile obtinute nu sunt curbe inchise.

Solutiile exacte ale ecuatiilor generale de guvernare sunt rare si, in general,
descriu conditii ideale care nu corespund complexitatii comportamentului
fizic observat. Cu toate acestea, aceste solutii sunt precise gi clare in ceea ce
priveste validitatea, detaliile si structura lor si pot oferi o baza pentru analize
relevante mai directe. Abordarea initiata de Gerstner, de a gasi in cadrul
lagrangean o solutie exacta explicita pentru curgerile gravitationale, a fost
extinsa gi la curgerile geofizice (a se vedea, de exemplu, Constantin [41, 42],
lucrarea de sintezi [118] si referintele din aceasta). In capitolul 5, obtinem
solutii exacte implicite de tip Gerstner la problema geofizica a undelor de-a
lungul unei plaje inclinate, In aproximarile f-plan si S-plan. Aceste solutii,
obtinute in cadrul lagrangean, descriu unde geofizice care se propaga spre
vest sau spre est de-a lungul unei plaje inclinate, cu linia de tarm paralela
cu ecuatorul, si ale caror amplitudini descresc exponential departe de tarm
[147, 148].

La o latitudine arbitrara, solutii tridimensionale de tip Gerstner au fost
obtinute mai intai, in aproximarea f-plan, de catre Pollard [211]. In aprox-
imarea (-plan, obtinem in [30] solutii explicite, neliniare, tridimensionale,
pentru propagarea undelor geofizice, atat spre est, cat si spre vest, la o lati-
tudine arbitrara, in prezenta unui curent subiacent constant. In literatura de
specialitate, forta centripeta este de obicei neglijata, fiind relativ mult mai
mica decat forta Coriolis. Pastrarea acestor termeni in ecuatiile de migcare
creste complexitatea lor matematica, dar joaca un rol central in facilitarea
admiterii in solutiile lor a unei game largi de curenti subiacenti ce depind
de adancime [117]. In [31], considerdm ecuatiile de miscare la o latitudine
arbitrara, in aproximarea (-plan, modificate pentru a incorpora forta cen-
tripeta. Obtinem o solutie exacta de tip Gerstner a acestei probleme, care
prescrie unde geofizice tridimensionala ce se propaga atat spre est cat si spre



vest, intr-o banda relativ ingusta la o latitudine arbitrara, in prezenta unui
curent subiacent constant. Relatia de dispersie a undelor obtinute contine
contributii de la forta Coriolis, de la forta centripeta si de la curentul subia-
cent. Facem o discutie detaliata a situatiilor intalnite in emisfera nordica si
in emisfera sudica, pentru curenti admisibili, atat in directia de curgere cat
si in directie contrara, de magnitudine plauzibila fizic.

In vecindtatea ecuatorului, studiul dinamicii geofizice este in realitate foarte
complicat, deoarece sunt implicati atat de multi factori (curenti subiacenti
neuniformi, stratificare, procese de ascendenta/descendenta, termocline, etc.).
Solutiile de tip Gerstner nu reugesc sa capteze variatiile accentuate in adancime
ale curgerilor, de unde si interesul pentru o abordare matematica care sa
capteze aceste variatii; stratificarea densitatii si termoclina (interfata care
separa doua straturi adiacente cu densitate constanta diferita) nu joaca niciun
rol in aceasta sectiune - adancimea termoclinei (aproximativ 200 m pentru
curentul ecuatorial subiacent (EUC)) este scurta in comparatie cu adancimea
medie totala a oceanului (aproximativ 4 km pentru Pacific). Unele solutii
stationare exacte, care reprezinta fluxuri pur azimutale ce nu variaza in
directia azimutala, au fost prezentate si explorate de Constantin si John-
son in [56]; a se vedea si sinteza [170]. In ultima sectiune a capitolului 5,
pe baza articolelor [155, 156], studiem un model tridimensional neliniar,
pentru curgerile ecuatoriale care se migca incet in directia azimutala, pentru
care gasim solutii exacte ce capteaza cele mai relevante caracteristici geofiz-
ice: curenti dependenti de adancime, cu o deplasare a suprefetei apei catre
poli sau catre ecuator, si cu miscari pe verticala in sus si in jos. Cheia rezul-
tatelor este o caracteristica structurala: doua componente ale campului tridi-
mensional de viteze se pot exprima ca functionale neliniare de componenta
azimutala a vitezei si, prin urmare, aceasta componenta a vitezei defineste
curgerea. Vom analiza in detaliu cateva profiluri azimutale polinomiale (pana
la gradul 3) ai profiluri azimutale exponentiale.

Capitolul 6 este dedicat unei metode elegante de instabilitate, metoda
perturbatiilor cu lungimi de unda scurta, o metoda matematica riguroasa
pentru problema de stabilitate a curgerilor tridimensionale, nevascoase, in-
compresibile. Ea a fost dezvoltata independent de Bayly [11], Friedlander &
Vishik [98] si Lifschitz & Hameiri [186]. Un ingredient esential al metodei
perturbatiilor cu lungimi de unda scurta, legat de tehnicile din optica geo-
metrica, este de a lua in considerare perturbatii in forma WKB (Wentzel-
Kramers-Brillouin), evolutiile lor in timp fiind guvernate (pana la termenii
care sunt incapabili de a anula cregterea termenilor principali) de un sistem
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de ecuatii cu derivate partiale, sistem format din ecuatia eikonala pentru faza
undei si ecuatia de transport pentru amplitudinea undei vitezei. Deoarece
ecuatia eikonala si ecuatia de transport implica doar derivata advectiva de-
a lungul campului de viteze al curgerii, aceste ecuatii cu derivate partiale
pot fi scrise ca ecuatii diferentiale ordinare de-a lungul traiectoriilor curgerii.
Astfel, conditii suficiente de instabilitate si conditii necesare de stabilitate
se obtin prin analiza unui sistem de ecuatii diferentiale ordinare de-a lungul
traiectoriilor curgerii: existenta solutiilor nemarginite pentru acest sistem
implica instabilitatea, daca toate solutiile acestui sistem sunt marginite im-
plica stabilitatea curgerii in raport cu clasa perturbatiilor cu lungime de unda
scurta; rezultatele au o natura locala, fiind localizate de-a lungul traiectori-
ilor. Metoda a fost aplicata cu succes atunci cand curgerea este descrisa
in formalismul lagrangean, incepand cu Leblanc [181] pentru solutia Gerst-
ner. In [143] investigam, prin metoda perturbatiilor cu lungimi de unda
scurta, instabilitatea solutiei de unda ce se propaga de-a lungul unei plaje
inclinate, solutie obtinuta in formalismul lagrangean [35]. Aratam ca valurile
cu parametrul de inclinare (definit ca amplitudinea iInmultita cu vectorul de
unda) mai mare decat 1—7ssin «, « fiind unghiul plajei, sunt instabile. Solutia
de unda ce se propaga in lungul unei plaje - considerata initial doar o curi-
ozitate matematica [179], recunoscuta acum ca jucand un rol semnificativ in
hidrodinamica aproape de tarm - este posibila si in ape cu densitate necon-
stanta [81, 224, 241]. Acest fapt remarcabil se datoreaza caracterului special
al acestor unde, si anume, intr-un sistem de referinta care se misca odata
cu undele, liniile de curent sunt de asemenea liniile de presiune constanta si,
prin urmare, stratificarea fluidul, care face ca densitatea sa fie diferita de la
o linie de curent la alta, dar constanta pe aceeasi linie de curent, nu perturba
structura principala a ecuatiilor. Metoda perturbatiilor cu lungimi de unda
scurta se poate aplica cu succes pentru fluide barotrope incompresibile [146],
si nu numai pentru curgerile irotationale ci gi pentru curgerile geofizice ecu-
atoriale [51, 103, 119], pentru curgerile barotrope geofizice ecuatoriale [149],
pentru curgerile geofizice la o latitudine arbitrara [30, 31, 150] si pentru
curgerile generale de rotatie in prezenta sau in lipsa fortelor neconservative
[153, 159]. Pentru alte exemple in contextul geofizic, a se vedea lucrarea
de sinteza [154] si referintele din aceasta. Solutiile geofizice de tip Gerstner
s-au dovedit a fi instabile atunci cand profilurile de unda sunt suficient de
inclinate. Valoarea parametrului de inclinare critica este foarte apropiata de
%. In regiunile polare, instabilitatea undelor se declangeaza pentru o valoare
mai mica a parametrului de inclinare decat in regiunea ecuatoriala. La o
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latitudine arbitrara, valurile care calatoresc de la est la vest sunt mai predis-
puse la instabilitate decat cele care calatoresc de la vest la est. Un curent
advers constant favorizeaza instabilitatea in sensul ca, valoarea parametru-
lui de inclinare de la care unda este instabila este mai scazuta comparativ
cu situatia fara current. In schimb, acestd valoare este mai mare in cazul
unui curent in diretia curgerii. Prezenta curentilor subiacenti dependenti de
adancime ne ofera unele rezultate de stabilitate locala. Pentru curgerile pur
azimutale care modeleaza curentul ecuatorial (EUC) si curentul circumpolar
antarctic (ACC), in analiza stabilitatii la perturbatiile cu lungime de unda
scurta obtinem ca vectorul de unda este nul si pentru unele profiluri realiste
ale vitezei, perturbatiile evolueaza stabil de-a lungul liniilor de curent ale
acestor curgeri.
Capitolul 7 contine planuri si directii pentru cercetari viitoare.
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