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Rezumat

incepénd cu anii 60, o atentie deosebitd a capdtat studiul ecuatiilor diferentiale stochastice
reflectate, procesul de reflexie fiind interpretat in diverse moduri. In lucrarea de pionierat
din acest domeniu, Skorokhod considerd problema de reflexie a unor procese de difuzie in
interiorul unor domenii marginite (vezi [24]). Pe de altd parte, Tanaka studiaza conditiile
la frontierd pentru probleme de reflexie a unor ecuatii diferentiale stochastice in domenii
convexe (vezi [25]). Cercetarea in acest domeniu a devenit rapid subiectul de interes al
multor cercetdtori care considerd procesul de stare ca fiind reflectat de una sau de doud
bariere, atat in cazul ecuatiilor progresive cat si al celor retrograde. De asemenea, aplicatiile
nu au intarziat sa apara.

Scopul prezentei tezei este acela de a consemna contributiile autorului pe parcursul pe-
rioadei scurse de la sustinerea tezei de doctorat din 2009. Cercetarea poate fi caracterizatd ca
tiind focusatd pe doud linii directoare: inecuatii variationale stochastice progresive, iar cea
de a doua, inecuatii variationale stochastice retrograde. O descriere mai detaliata a istoricu-
lui problemelor precum si a pozitionarii in cadrul acestui istoric a rezultatelor cuprinse in
tezd se pot regdsi in Capitolul 1.

Scopul constd in extinderea, pentru inceput, a notiunii de reflexie pentru ecuatii diferen-
tiale stochastice progresive si retrograde, prin permiterea perturbadrii directiilor de reflexie
cu ajutorul unui termen Lipschitz care face sd se piarda proprietatea de maximald monotonie
a operatorului care actioneaza in cadrul ecuatiilor considerate. Astfel, schemele clasice de
aproximare de tip Yosida trebuiesc reinterpretate. Pe de altd parte, autorul abordeaza si o
altd gama de probleme, prin prezentarea contextului nou ce apare atunci cand renuntdm la
convexitatea domeniului restrictiilor. Generalizarea vine cu doud noi tipuri de dificultati,
diferite de lipsa de monotonie sau a proprietdtii Lipschitz a operatorilor multivoici utilizati.
Pentru inceput, atunci cand studiem cazul ecuatiilor forward, trebuie sd analizam initial
o problemd determinista de tip Skorokhod. Acest lucru se realizeaza prin penalizdri de
tip Yosida. Dacd in cadrul convex am dezvoltat o tehnicd ce permite si demonstram ex-
istenta si unicitatea solutiilor, in cadrul nonconvex chiar si pentru ecuatia aproximantad nu
existau rezultate care sa furnizeze existenta si unicitatea solutiei. Din acest motiv am dez-
voltat cadrul si am construit instrumentele matematice necesare care sa permitd aproximarea
ecuatiei deterministe mutivoce aproximante. Mai precis, am adaptat si rafinat proprietatile
rezolventei si aproximantei Yosida pentru noul cadru nonconvex, intr-o manierd similard
rezultatelor clasice existente in contextul convex (vezi Barbu [2, Capitolul 1] sau Brézis [5,
Capitolul IIJ).

Rezultatele obtinute permit, de asemenea, abordarea celui de al doilea tip de probleme ce
apar atunci cand parasim cadrul restrictiilor de tip convex, asa cum se poate vedea in Capi-
tolul 3, Sectiunea 3.4. Cand studiem ecuatii diferentiale stochastice retrograde cu reflexie
oblica si restrictii convexe, nu trebuie sa consideram pentru inceput o problema determinis-
td, ci putem obtine direct rezultate privind existenta si unicitatea solutiei. Aceastd solutie
poate fi tare sau slabd, dupa cum termenul perturbator al reflexiei poate fi independent sau
dependent de procesul de stare; mai mult, procesul feedback este de tip absolut continuu,
nu doar continuu si cu variatie marginita asa cum obtinem in cazul progresiv. Cu toate
acestea, problema existentei si a unicitdtii solutiei pentru inecuatii variationale stochastice
retrograde cu restrictii nonconvexe a fost - si partial ramane incd - o problema importanta
a analizei stochastice. Cu ajutorul instrumentelor construite in Capitolul 2, Sectiunea 2.3
rezolvam partial problema atunci cand inlocuim miscarea Browniana ce guverneaza ecuatia
cu un alt tip de proces stochastic, si anume PDMP (Piecewise deterministic Markov process).



De asemenea, este prima oard cand au fost folosite masurile de ocupatie pentru probleme
de control asociate incluziunilor variationale stochastice retrograde. Ca si aplicatii analizam
un model privind momentul infectiei intr-o clasad de retele genetice stochastice. Exemplul
clasic poate fi prezentat ca fiind un sistem format dintr-o gazda si un virus, acesta din urma
urmand a se pdstra in starea lisogenicd. Momentul in care se afla in stare liticd este de fapt
momentul anterior infectdrii. Suntem interesati astfel in a determina momentul infectdrii
sistemului. Evolutia este modelata de un proces controlat, deterministic pe traiectorii, gu-
vernat de salturi aleatoare, in niste stari numite moduri.

Prezentam in cele ce urmeaza o scurtd descriere a structurii tezei.

Capitolul 1 prezintd o istorie relativ detaliatd a tematicii abordate, cu precizarea con-
tributiilor autorului in domeniu.

Capitolul 2 este compus din cinci sectiuni si este dedicat analizei unor inegalitdti vari-
ationale progresive, determinsite si stochastice, cu reflexie generalizatd. Pentru inceput,
Sectiunea 2.1 prezintd criterii de invariantd pentru o ecuatie diferentiald stochastica a carei
evolutie este constransd a se pdstra in niste tuburi de sigurantd. Metoda consta in a con-
sidera o problema echivalentd in care pdtratul functiei distantd este solutie de vascozitate
pentru o anumitd ecuatie cu derivate partiale. Obtinem, de asemenea, conditii suficiente de
invariantd pentru cazul in care coeficientul de drift este dat intr-o formad liniard. Aceastd
forma simplificatd permite utilizarea conditiilor in aplicatii. Problemele analizate devin mai
generale In Sectiunea 2.2, al cdrei obiectiv principal il constituie studiul unei inegalitéti sto-
chastice variationale ce prezintd in componenta sa un temen de forma H (X) d¢ (X), ce va fi
denumit multimea subgradientilor oblici.

Problema devine interesantd tocmai datoritd prezentei noului termen, ce impune o abor-
dare specificd deoarece acesta nu pdstreaza nici proprietatea Lipschitz a matricii H(X) nici
maximala monotonie a operatorului subdiferential. In cazul progresiv analizim, pentru in-
ceput, o problema deterministd generalizatd, de tip Skorokhod, cu reflexie oblicd la frontiera
domeniului:

dr (t)+ H (x(t))dk (t) = f(t,z(t))dt +dm(t), t>0; dk(s)€ dp(x(s))(ds),

unde imputul singular m : R, — R? este o functie continud. Rezultatele de existentd si
unicitate a solutiei sunt obtinute prin tehnici de penalizare de tip Yosida, adaptate noului
context.

In Sectiunea 2.3 renuntdm la convexitatea constrangerilor existente in sectiunea prece-
dentd si consideram ecuatia ca fiind guvernata de produsul H0~ ¢, unde 0~ ¢ reprezintd op-
eratorul subdiferential Fréchet al unei functii (p, v)-semiconvexa ¢. Desi, in linii mari, abor-
darea problemei este similard cu cea din cazul convex, lucrurile stau fundamental diferit
deoarece, chiar pentru ecuatiile aproximante din cadrul determinist nu existau rezultate de
existentd a solutiei. Partea esentiald constd in rezolvarea unei probleme fundamentale de
tip Cauchy. Pentru a realiza aceasta construim un cadru nou de aproximare a ecuatiilor in
contextul nonconvex. Abia dupd aceasta putem aborda problema nonconvexa Skorokhod,
cu subgradienti Fréchet, si, ca si aplicatii, furnizam rezultatele dorite pentru inegalitati vari-
ationale stochastice generalizate, cu constrangeri nonconvexe.

Sectiunea 2.4 studiaza probleme de obstacol pentru o serie de ecuatii diferentiale stochas-
tice de tip parabolic. Punctul cheie il reprezinta impunerea doar a unor conditii de Holder
continuitate pentru coeficientul de difuzie. In setup-ul dat de tripletul Gelfand-Lions, au-
torii obtin, in conditia impunerii unor ipoteze destul de rigide pentru bariere, existenta unei
solutii tari pentru ecuatia stochasticda multivocd consideratd. Renuntarea la aceste ipoteze
permite identificarea unei solutii slab-variationale. Pe langa importanta in sine a acestui
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rezultat, furnizdm o constructie riguroasa pentru formalismul utilizat in lucrarea Bensous-
san, Rascanu [3], unde chestiunile de mdsurabilitate ale proceselor ce apar sunt eronate.
Capitolul se incheie cu Sectiunea 2.5, al carei scop il constituie analizarea unor inegalitati
variationale stochastice infinit dimensionale, cu reflexie generalizata la frontiera. Prezentam
exsitenta solutiei pentru o problema multivoca neteda si cateva aplicatii la sisteme de EDP.

Capitolul 3 este, de asemenea, structurat in cinci sectiuni si abordeaza diverse inegalitati
variationale stochastice retrograde, cu sau fdra reflexie generalizata.

Sectiunea 3.1 analizeaza existenta si unicitatea solutiei pentru o ecuatie retrograda sto-
chasticd, cu constrangeri convexe si guvernata de o miscare Browniana B,

Atunci cand H posedd doar o dependentd de timp, obtinem existenta unei solutii tari pentru
ecuatie, impreuna cu existenta unui proces feedback de tip absolut continuu. In cazul gen-
eral care matricea [/ depinde si de procesul de stare, utilizam conditii de tightness pentru
gdsirea unei solutii. Chiar daca S—topologia introdusa de Jakubowski [13] (si utilizatd pen-
tru situatii similare de Boufoussi, Casteren [4] sau LeJai [15]) pare adecvatd contextului, reg-
ularitatea obtinutd pentru procesul subgradient in ecuatia aproximanta permite obtinerea
convergentelor necesare in topologia Meyer-Zheng. In Sectiunea 3.2 renuntim la matricea
de perturbare a reflexiei H si analizim o schema de aproximare numerica de tip Euler-Yosida
pentru inecuatii variationale stochastice retrograde de tip Markovian. De asemenea, este
furnizatd si rata de convergentd a schemei introduse. Sectiunea 3.3 este dedicata studiului
problemei existentei si unicitatii solutiei pentru o inecuatie variationald retrograda de tipul
(1), cu driver-ul F (¢, Y}, Zy, Yiis(t), Zianw)) » t € [0, T] si conditiile terminale Y; = &, , Z, = ¢,
t € [T,T+ (], P-a.s. Instrumentele care permit obtinerea rezultatelor dorite sunt cele din
Capitolul 3, Sectiunea 3.1 precum si cele din articolul Peng,Yang [15].

Sectiunea 3.4 realizeaza trecerea de la cadrul de lucru convex la cel nonconvex pentru
inegalitdti variationale stochastice retrograde. Studiem un model matematic asociat mo-
mentului de infectie in retele genetice multistabile. Procesele matematice sunt de tip salt
hibrid. Saltul este guvernat de procese pure de salt si este asociat unor legaturi ADN. Com-
ponenta diferentiald urmeazd o dinamicd de tip retrograd, stochasticd, cu reflexie generali-
zatd In interiorul unor domenii nonconvexe, dependente de salt. Studiem, pentru inceput,
existenta solutiei pentru inecuatiile variationale asociate, prin reducerea lor la o familie de
incluziuni diferentiale ordinare (vezi Confortola, Fuhrman, Jacod [6]), cu reflexie oblicd in
domenii semiconvexe. Consideram in continuare functii generatoare dependente de control
si, prin intermediul masurilor de ocupatie, studiem pentru prima oard, ecuatiile retrograde
stochastice obtinute.

Folosind reducerea ecuatiilor retrograde guvernate de PDMP la sisteme de ecuatii dife-
rentiale ordinare introdusa de Confortola, Fuhrman, Jacod [6], in Sectiunea 3.5 propunem un
criteriu algebric explicit, usor verificabil, privind nula-controlabilitate aproximativa pentru
o clasd generala de sisteme de salt, cu zgomot multiplicativ, liniare pe traiectorii. Apoi, prin
exemple, aratdm cd notiunea de controlabilitate aproximativa este strict mai tare decat cea
de nula-controlabilitate aproximativa. Furnizam, de asemenea, un criteriu suficient pentru
aceastd notiunea mai puternicd. Rezultatele sunt ilustrate pe un model bacterial introdus
in Krishna, Banerjee, Ramakrishnan, Shivashankar [14] si redus in Crudu, Debussche, Rad-
ulescu [8]).

Capitolul 4 este dedicat prezentdrii unor probleme deschise si a unor teme viitoare de
studiu, aflate in stransa legdturd cu subiectele analizate pe parcursul acestei lucrari.

Prezenta tezd se incheie cu o Bibliografie ampld, de 177 lucrdri, citate in totalitate in
cadrul textului.
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